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<Previous  Next> Abstract
Let X be a measure space with a measure-preserving action (g, z) + g -  of an
abelian group G. We consider the problem of understanding the structure of
measurable tilings ' ® A = X of X by ameasurable tile A C X translated by a
finite set F' C G of shifts, thus the translates f - A, f € F partition X up to null
sets. Adapting arguments from previous literature, we establish a “dilation
lemma” that asserts, roughly speaking, that /& A = X implies F" © A = X
for a large family of integer dilations r, and use this to establish a structure
theorem for such tilings analogous to that established recently by the second
and fourth authors. As applications of this theorem, we completely classify
those random tilings of finitely generated abelian groups that are “factors of
iid”, and show that measurable tilings of a torus T¢ can always be continuously
(in fact linearly) deformed into a tiling with rational shifts, with particularly



Terence Tao (Fieldsova medaile za rok 2000)
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Terence Tao (drbky)

Jeho otec tisku fekl, ze pii jedné rodinné seslosti ucil tehdy
dvoulet( Tao pétileté déti matematiku a anglictinu. Kdyz se ho
otec zeptal odkud Ze zna cisla a pismena, tak mal( Tao
odpovédél, ze ze Sesame Street (pofad pro nejmensi déti).




Terence Tao (drbky)

Zazracné dité Terence Tao preskocil 5 tfid. Tao projevoval
mimoradné matematické schopnosti jiz od utlého véku a v deviti
letech navstévoval matematické kurzy na univerzitnt trovni. Je
jednim z pouhqch tf{ déti v historii programu Johns Hopkins
Study of Exceptional Talent, které v osmi letech dosahly v
matematickém testu SAT skdre 700 bod( nebo vice; Tao dosahl
skdre 760 bodt. Julian Stanley, reditel Studie matematicky
vyspélé mladeze, prohlasil, ze Tao mél nejvétsi matematické
schopnosti, které za léta intenzivnitho hledant nasel.



Terence Tao (drbky)

Tao byl dosavadnim nejmladsim tcastnikem Mezinarodnt
matematické olympiady, poprvé se ji ziucastnil v deseti letech; v
letech 1986, 1987 a 1988 ziskal bronzovou, stfibrnou a zlatou
medaili. Tao zistdva nejmladsim drzitelem kazdé ze tii medaili v
historii olympiady, zlatou medaili ziskal v roce 1988 ve véku 13
let.



Terence Tao (drbky)

V roce 1991 ziskal v 16 letech bakalarsk( a magistersky titul na
Flindersové univerzité pod vedenim Gartha Gaudryho. V letech
1992 az 1996 byl Tao postgradudlnim studentem na Princetonské
univerzité pod vedenim Eliase Steina a ve svich 21 letech ziskal
doktorat. V roce 1996 nastoupil na fakultu Kalifornské univerzity
v Los Angeles. V roce 1999, kdy mu bylo 24 let, byl na UCLA
povysen na radného profesora a zistava nejmladsi osobou, ktera
kdy byla touto instituct jmenovana do této hodnosti.
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Dotaz: ,Co maji spole¢ného aritmeticky priimér a demokracie?”
Odpovéd: ,Ani jeden nedava idealnt vysledek, ale je tézké najit
néco lepstho.”

Andrej N. Kolmogorov (1903-1987)

,Kazdy serioznt dikaz v matematice se nakonec redukuje na
ddkaz nerovnostt.”

AG-nerovnost : nerovnost mezi aritmetickym a geometrickgm

pramérem
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Y (=) =1—141-1.

n=1

Analyza ¢astecnych souctl fady
Q@ Sy =1,
Q@ S =0,

Q lim,_ S, neexistuje.
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Cesarova scitaci metoda

Definice

im Si+S+---+ Sy
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Cesarova scitaci metoda
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Cesarova scitact metoda a Fourirovy rady

(Obrazky vyrobil Ondrej Masa pro ilustraci Gibbsova jevu.)
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Slaby a silng zakon velkych disel

Zakon velkych disel je jednim z nejdilezitéjsich vysledkii v teorii
pravdépodobnosti, ktery popisuje chovant pramért ndhodnych
velicin pri velkém poctu pozorovani. Tento zakon se déli na dvé
hlavni verze:

@ slaby zdkon velkych cisel a

@ silny zdkon velkych cisel.




Slaby zakon velkych ¢isel

Slaby zakon velkych disel rikd, ze primér ndhodngch veli¢in
konverguje v pravdépodobnosti k jejich stfednt hodnoté, kdyz
pocet pozorovani roste do nekonecna. Formalné, pokud mame
nezavislé a identicky rozdélené ndhodné veliciny Xi, X5, X5,..., s
ocekavanou hodnotou EX a konecnou varianct Var(X), potom
primér téchto veli¢in X, = 1 Y7 | X; konverguje k EX v
pravdépodobnosti:

~ P .
X, = EX jak n— o0
Tato konvergence znamena, ze pro libovolné malé € > 0 mame:

lim P (|X, —EX]| > €) = 0.

n—oQ
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Slaby zakon velkych disel rikd, ze primér ndhodngch veli¢in
konverguje v pravdépodobnosti k jejich stfednt hodnoté, kdyz
pocet pozorovani roste do nekonecna. Formalné, pokud mame
nezavislé a identicky rozdélené ndhodné veliciny Xi, X5, X5,..., s
ocekavanou hodnotou EX a konecnou varianct Var(X), potom
primér téchto veli¢in X, = 1 Y7 | X; konverguje k EX v
pravdépodobnosti:

~ P .
X, = EX jak n— o0
Tato konvergence znamena, ze pro libovolné malé € > 0 mame:

lim P (|X, —EX]| > €) = 0.

n—oQ

Diikaz pomoct Cebysevovy nerovnosti.




Silng zakon velkych disel

Silnyg zakon velk(ch disel je silnéjsi verzi slabého zékona, kterd
tvrdi, ze prdmér ndhodnych velicin konverguje k ocekavané
hodnoté skoro jisté, coz znamenad, ze pravdépodobnost
konvergence je rovna 1. Formalné:

N/ a.s. .
X, — EX jak n — oo,

a.s. v . . .o v .
kde — oznacuje konvergenci skoro jisté (anglicky almost
surely), coz znamena, Ze:

]P(lim 7n:EX) —1.

n—oo



Silng zakon velkych disel

Silnyg zakon velk(ch disel je silnéjsi verzi slabého zékona, kterd
tvrdi, ze prdmér ndhodnych velicin konverguje k ocekavané
hodnoté skoro jisté, coz znamenad, ze pravdépodobnost
konvergence je rovna 1. Formalné:

N/ a.s. .
X, — EX jak n — oo,

a.s. v . . .o v .
kde — oznacuje konvergenci skoro jisté (anglicky almost
surely), coz znamena, Ze:

]P(lim 7n:EX) —1.

n—oo

Ddkaz je tézky.




Rozdil mezi slabym a silngm zdkonem

Hlavni rozdil mezi slabgm a silngm zakonem velk(ch cisel
spociva v povaze konvergence.

Priklad |
Predstavme si ndhodnou proménnou X, ktera je vysledkem hodu
spravedlivou minct (hodnoty 1 pro hlavu a 0 pro orel). Ocekavana
hodnota této nahodné velic¢iny je EX = 0.5. Pokud provedeme
velké mnozstvi hod(, primér z téchto hodl bude podle slabého i
silného zdkona konvergovat k 0.5. Nicméné, slab( zakon rika, ze
pramér bude blizko 0.5 s vysokou pravdépodobnosti pro velka n,
zatimco silny zakon zarucuje, ze pramér se bude rovnat 0.5 témér
jisté, jak n — oo.
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Dynamickgm systémem myslime dvojici:
@ Nezprazdny prostor X,
@ transformace T : X — X.
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kompaktni metrizovatelny topologicky prostor a T je
homeomorfismus.



Dynamicky systém

Dynamickgm systémem myslime dvojici:
@ Nezprazdny prostor X,
@ transformace T : X — X.

Abychom si mohli poklddat (a zodpovidat) vSemozné otazky, je
tfeba uvazovat dodatecnou strukturu. Nejoblibenéjsi jsou:

Topologicky dynamicky systém (X, F, T), kde (X, F) je
kompaktni metrizovatelny topologicky prostor a T je
homeomorfismus.

Miru-zachovavajici dynamicky systém (X, S, u, T), kde (X, S, p)
je pravdépodobnostni prostor a T, T~ jsou méfitelné, pticemz
p(T(E)) = u(E) pro kazdou méritelnou E € S.

Pak rikame, ze T zachovdvd p (nebo ze p je T-invariantni).



Aritmeticky prdmér a miru-zachovavajict dynamicky

systém

Krylovova—Bogolyubovova véta (1937)

Pokud je X kompaktni metrizovatelny topologicky prostor, tak
pro kazdou spojitou transformaci 7 : X — X existuje
T-invariantni mira.




Aritmeticky prdmér a miru-zachovavajict dynamicky

systém

Krylovova—Bogolyubovova véta (1937)

Pokud je X kompaktni metrizovatelny topologicky prostor, tak
pro kazdou spojitou transformaci 7 : X — X existuje
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Dutkaz (postréent).
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;N
HN = NZ(ST%'

n=1

kde 9, je Diracova mira v x.



Aritmeticky prdmér a miru-zachovavajict dynamicky

systém

Krylovova—Bogolyubovova véta (1937)

Pokud je X kompaktni metrizovatelny topologicky prostor, tak
pro kazdou spojitou transformaci 7 : X — X existuje
T-invariantni mira.

Dutkaz (postréent).

Vezmi libovolng bod xp € X a uvaz posloupnost mér

;N
HN = NZ(ST%'

n=1
kde 9, je Diracova mira v x.

Hromadny bod posloupnosti {pn}nen je hledanou T-invariantni
mirou.



Boltzmanova ergodicka hypotéza

Vyslovena Ludwigem Boltzmanem v roce 1868

Ve fyzice a termodynamice fikd ergodicka hypotéza, ze béhem
dostatecné dlouhého ¢asového obdobt je doba, kterou systém
stravi v urcité oblasti fazového prostoru mikrostavti se stejnou
energil, Umérna velikosti této ¢asti fazového prostoru.

Specidlné tedy, ze vS8echny pristupné mikrostavy jsou z
dlouhodobého hlediska stejné pravdépodobné.




Boltzmanova ergodicka hypotéza

Vyslovena Ludwigem Boltzmanem v roce 1868

Ve fyzice a termodynamice fikd ergodicka hypotéza, ze béhem
dostatecné dlouhého ¢asového obdobt je doba, kterou systém
stravi v urcité oblasti fazového prostoru mikrostavti se stejnou
energil, Umérna velikosti této ¢asti fazového prostoru.

Specialné tedy, ze vS8echny pristupné mikrostavy jsou z
dlouhodobého hlediska stejné pravdépodobné.

Boltzman hypotézu pouzil k diikazu své H-véty, ktera byla
jadrem jeho prace.



Poincarého véta o rekurenci

Volna formulace
Urcité dynamické systémy se v kone¢ném case vzdy vratt do
pocatecniho stavu.
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Poincarého véta o rekurenci

Volna formulace
Urcité dynamické systémy se v kone¢ném case vzdy vrati do
pocatecniho stavu.

Poincarého véta o rekurenci
Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavaijict dynamicky systém a
E € S such that p(E) > 0. Pak

limsup u(E N T"E) > p(E)>.

n—oo

Specialné pak EN T"E ma kladnou miru pro nekone¢né mnoho n.
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Chceme: limsup, . u(E N T"E) > p(E)?

Dukaz (T. Tao).
o Nahlédneme, Zze p(T"E) = p(E) a [, >, N Areedu = Np(E).

e Po snadné lpravé pouzijeme Cauchyho-Schwarzovu
nerovnost

/Z1rng c|u>/ Z1Tng dpr - uUT”

n=1 n=1

/ZMHE dy - /(‘I N g clu

n=1

///(Z1TnE)~1Uﬁ/1 T”Edu) (/Z‘IT,,Eclu)
X n=1 -

n=1
= N?u(E)°.
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Chceme: limsup, . u(ENT"E) > p(E)?

e Levou stranu upravime a diky p(T"ENT"E) =pu(ENT™")
asymptoticky odhadneme

N N
Z Zu(T”E NT"E)< (limsup pu(E N T"E) + o(1))N?

n—o0
n=1 m=1

e Dohromady, posleme-li N — oo,

(limsup p(E N T"E) + o(1))N? > N?u(E)?,

n—oo

limsup pu(E N T"E) 4+ o(1) > p(E)?,

n—oQ

limsup u(E N T"E) > p(E)>.

n—oQ



Poznamky
@ Odhad pomoci p(E)? nelze obecné vylepsit.

@ Misto Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti miizeme pouzit
prihradkovy princip, ale dostaneme jen kvalitativni vysledek
(nikoli kvalitativni odhad).
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Ergodicka kontroverze:

J. von Neumann versus G.D. Birkhoff

Historia Mathematica 29 (2002), 138—156 .
doi:10.1006/hmat.2001.2338, available online at http://www.idealibrary.com on 1 E %l

®

George David Birkhoff and John von Neumann: A Question
of Priority and the Ergodic Theorems, 1931-1932

Joseph D. Zund

New Mexico State University, Las Cruces, New Mexico 88003

Based on a recently discovered letter of John von Neumann to his friend Howard Percy Robertson,
the present paper discusses in detail the priority of the discovery and publication of the ergodic theorems
by George David Birkhoff and von Neumann in 1931/1932.  © 2002 Elsevier Science (USA)
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@ Birkhoff sviij ¢lanek protlacil uz do prosincového cisla 1931
Proc. Nat. Ac. a o von Neumannovi se nezminil.



IKKontroverze v kostce
@ Von Neumann dokazal ergodickou vétu o stfedni hodnoté v
srpnu/zari roku 1931 (motivact mu byly také rozhovory s
Koopmanem a Weilem).

@ Von Neumann Birkhoffovi sviij diikaz ukazal a ten v
listopadu/prosinci dokdzal bodovou ergodickou vétu (silné;jsi
vétu a jingmi prostredky).

@ Von Neumann(v ¢lanek mél vyjit v lednu roku 1932 v
casopise Proc. Nat. Ac.,, kde mél Birkhoff velky vliv. Von
Neumann pozadal Birkhoffa, aby svtj ¢lanek vydal az po
ném. To Birkhoff odmitl s tim, Ze nevidt diivod. Slibil ale, ze
ve svém ¢lanku zdGrazni von Neumannovu prioritu.

@ Birkhoff sviij ¢lanek protlacil uz do prosincového cisla 1931
Proc. Nat. Ac. a o von Neumannovi se nezminil.

@ Birkhoffovi bylo tehdy 47 let a byl na vrcholu sil. Von
Neumann mél 28 a byl to jeho prvnt anglicky psany ¢lanek.



Stredni ergodicka véta

Von Neumannova Stredni ergodicka véta

Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém a
f e LX)

Pak ZQ/:_(; fo T" konverguje v normé [2(X) k 7 (f),

kde 7t : [%(X) — L?(X)" je ortogondlni projekce na prostor
{g € L?(X): goT = g} vech T-invariantnich funkci v L?(X).




Stredni ergodicka véta

Von Neumannova Stredni ergodicka véta

Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém a
f e LX)

Pak 1N Z,/:/:_(; f o T" konverguje v normé L2(X) k m(f),

kde 7t : [%(X) — L?(X)" je ortogondlni projekce na prostor
{g € ?(X):goT = g} vdech T-invariantnich funkct v L?(X).

Pokud méame (X,S, p, T), kde X je kone¢nd mnozina a p je

rovhomérné rozdélend pravdépodobnost, pak T je permutace na

X. Kazdou permutact mGzeme rozlozit na disjunktni cykly a

T-invariantni funkce jsou pravé ty, které jsou na kazdém z téchto
cyklti konstantnt. Zobrazent f — st(f) vezme funkci f : X — C a

nahradt ji primérnou hodnotou v ramci prislusného cyklu.



Maximalnt ergodicka véta

Maximalnt ergodicka véta

Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém. Pak
pro kazdou funkci f € L'(X) a A > 0 plati

N—1
1 . 1
ul{x € X2 sup ZO (TN > AD) < Sl

.




Maximalnt ergodicka véta

Maximalni ergodickd véta

Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém. Pak
pro kazdou funkci f € L'(X) a A > 0 plati

N—1

1
xe X: SLIJ— f(T"( > AN < —|f
p({ NGIN §| x))| }) < )\” ”U(X)

Dasledek

Pro T = id dostavame CebysSevovu nerovnost:

b {x € X £ 1£(x) > A

N—1
1 1
=u({x € X : sup f(x)| > A} < —||f
plf € X sup 5 311091 > A1) < 31l




Bodova ergodicka véta

Birkhoffova bodova ergodicka véta

Necht (X, S, p, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém a
f e L'(X). Pak

z

1

N2 F(T"(x)) — E(f|ST)(x)

Il
o

pro p-skoro vsechna x € X.




Birkhoffova bodova ergodicka véta

Necht (X, S, py, T) je miru-zachovavajict dynamicky systém a
f e L'(X). Pak

z

1

N2 F(T"(x)) — E(f|S7)(x)

Il
o

pro p-skoro vsechna x € X.

Objekt E(f|ST) je podmin&nd stfedni hodnota f vzhledem k
g-algebfe T invariantnich mnozin 8" = {E € S: TE = E s.v.},
kde E(f|ST) € L'(X, ST, p) je jednoznacné urcend funkce spliiujict

/]E(f|ST)cIu:/fcIu,
E E

pro kazdou E € S'.




Co je to vlastné (vSude zminovanad) ergodicita?

Je to urcita vlastnost minimality a neredukovatelnosti systému. J




Co je to vlastné (vSude zminovanad) ergodicita?

Nasledujici podminky jsou ekvivalentnt

@ Pokud je E € S invariantni (tj. TE = E), pak je bud plné
nebo nulové miry (tj. y(E) = 1, nebo p(E) = 0).




Co je to vlastné (vSude zminovanad) ergodicita?

Nasledujici podminky jsou ekvivalentnt
@ Pokud je E € S invariantni (tj. TE = E), pak je bud plné
nebo nulové miry (tj. y(E) =1, nebo p(E) = 0).
Q@ Prokazdé 1 <p<ooafelP(X,S
1 N
N n

z

fol" — / fdy v normé LP.
X

Il
o




Co je to vlastné (vSude zminovanad) ergodicita?

Nasledujici podminky jsou ekvivalentnt
@ Pokud je E € S invariantni (tj. TE = E), pak je bud plné
nebo nulové miry (tj. y(E) =1, nebo p(E) = 0).
Q@ Prokazdé 1 <p<ooafelP(X,S

N—1
1

— E fol" — / fdy v normé LP.
N~ X

@ Pro kazdé f € L'(X,S, )
1 N-1

N foTl" — / f du p-skoro vsude.



Co je to vlastné (vSude zminovanad) ergodicita?

Nasledujici podminky jsou ekvivalentnt
@ Pokud je E € S invariantni (tj. TE = E), pak je bud plné
nebo nulové miry (tj. y(E) =1, nebo p(E) = 0).
Q@ Prokazdé 1 <p<ooafelP(X,S )

N—1

1

— E fol” — / fdy v normé LP.
N &~ X

@ Pro kazdé f € L'(X,S, )
1 N—1

N foTl" — / f du p-skoro vsude.

n=0

Pro ergodicky systém plati: E(f|ST) = E(f|{#, X}) =



Normalnt c¢isla

Definice
Cislo
ai(x)  axx) = a,(x)
1 2 n
X = + = =laq,ay, ...l €10,1],
m m? Z i a1, a2, ] €[0.1]
n=1
kde a;(x) € {0,1,...,m — 1}, je normdlni v bazi m, pokud pro
kazdy Yetézec (b1, by, ..., by) € {0,1,...,m —1}F plati
— .
lim —Card{i e {1,...,n}: (a;, ais1,...,aik) = (b1, b2, ..., bi)}
n—oo [}

mk’



Borelova véta o normalnich ¢islech

Borelova véta o normalnich ¢islech
(Borel 1909, Riesz 1945 pomoct ergodické véty)

Necht m € N\ {1}. Pak jsou skoro vSechna ¢isla z [0, 1] normalni
v bazi m.




Borelova véta o normalnich ¢islech

Borelova véta o normalnich cislech
(Borel 1909, Riesz 1945 pomoct ergodické véty)
Necht m € N\ {1}. Pak jsou skoro vSechna ¢isla z [0, 1] normalni

v bazi m.

DUkaz. Vyuzije se toho, ze zobrazeni T, : [0,1] — [0, 1] definované

jako
T (x) := mx — [mx]

je ergodické.




Gelfandtv problém

Véta
Necht k € {1,2,...,9}, pak

N—oo k

1 k+1
lim NCard{n e {1,...N}: prvni cifra 2" je k} = log,, (L)




Gelfand(v problém

Véta
Necht k € {1,2,...,9}, pak

N“flo%ca"d{” e {1,...N}: prvni cifra 2" je k} = logy, (k :1 ) .

DUkaz. Vyuzije se toho, Ze rotace R, :[0,1] — [0, 1] definovana

jako
Ru(x) = a + xmod 1

je ergodicka, pokud «a je iraciondlnt.




Gelfand(v problém

Véta
Necht k € {1,2,...,9}, pak

&T;%Card{n e {1,...N}: prvni cifra 2" je k} = log,, (T

k +1 )
DUkaz. Vyuzije se toho, Ze rotace R, :[0,1] — [0, 1] definovana
jako

Ru(x) = a+ xmod 1

je ergodicka, pokud «a je iraciondlnt.

Poznamka

V(sledek samoziejmé nerika nic jiného, ze mocniny dvojky spliuji
Benfordtv zakon!



Silng zékon velk(ch cisel REVISED

@ Méjme prislusnou posloupnost ndhodnych velicin X, : Q — R.
@ Volime X = RY a pomocné zobrazeni 7t : Q — R jako

m(w) = (X1 (w), Xa(w), .. .).

@ Definujme pravdépodobnostni miru ¢ na X jako p := . P.
@ Definujeme transformaci 7 : X — X jako

T(X1,X2,X3, .. ) = (X2,X3, .. )
@ afunkcif: X - R
f(X1,X2,...) = X1.

@ Pak (X, u, T) je ergodicky systém a pro x = 71(w) € X plati

Xi(w) + Xo(w) + -+ Xn(w) = F(x) + {(T(x) + -+ ATV (x)). |




Vrcholné ¢islo dneSntho programul!



Vrcholné ¢islo dneSntho programul!

DISINTEGRATION THEOREM & ERGODIC DECOMPOSITION

Pro kazdou T-invariantni miru p existuje MiRA NA MIRACH(!)
pomoct niz se da tato mira zapsat jako ,soucet” (resp. integral)
ergodickgch mér.
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DISINTEGRATION THEOREM & ERGODIC DECOMPOSITION

Pro kazdou T-invariantni miru p existuje MiRA NA MIRACH(!)
pomoct niz se da tato mira zapsat jako ,soucet” (resp. integral)
ergodickgch mér.

AUDIO KVIZ: JAKY NAZEV SKLADBY A INTERPRET?

J




Vrcholné ¢islo dneSntho programul!

DISINTEGRATION THEOREM & ERGODIC DECOMPOSITION

Pro kazdou T-invariantni miru p existuje MiRA NA MIRACH(!)
pomoct niz se da tato mira zapsat jako ,soucet” (resp. integral)
ergodickgch mér.

AUDIO KVIZ: JAKY NAZEV SKLADBY A INTERPRET?

J

THE CURE: DISINTEGRATION




Dékuji za pozornost.




